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1 Einleitung

Neuzeitliche Konstruktionen, die in natiirlichem Boden oder
anderen Medien gebettet sind, zeichnen sich einerseits durch
die Verwendung hochfesten Materials und abnehmende Quer-
schnittsfliche, andererseits durch Einsatz von Werkstoffen
mit kleinem Elastizititsmodul, z. B. Kunststoffe, aus. Bei den
ersten Tunnelbauten unter FluBldufen konnte aufgrund ihrer
groBen Wandstirke noch erfolgreich ein Nachweis gegen Beu-
len der ungebetteten Konstruktion gefithrt werden, wiihrend
heute iiberwiegend von der mittragenden Wirkung des Bodens
Gebrauch gemacht wird. Das hat zur Folge, dall den Stabili-
titsproblemen bei Wasserdruck, Erdbelastung oder anderen
duBeren und inneren Einwirkungen zunchmende Beachtung
geschenkt werden muf3.

Das rdumliche Problem wird unter Annahme eines in der
Lingsachse des Zylinders unverinderlichen Belastungsver-
laufs auf das ebene Problem des elastisch gebetteten Kreis-
ringes reduziert (Bild 1). Arbeiten zur Berechnung von Tunnel-
ringen nach der Theorie 1.Ordnung erschienen 1964 von
Schulze/Duddeck [ 1], nach einer linearisierten Theorie 2. Ord-
nung 1966 von Windels [2], 1970 von Hain/Horst [3] sowie
1969 von Durth [4]. Von den fiir Spannungsberechnungen
verwendeten Theorien, der Kontinuumstheorie und der Bet-
tungszahltheorie, ist die letztere zur Losung des Stabilitits-
problems weiterentwickelt worden. Es wird 1968 von Hain [5]
mit Hilfe der klassischen Stabilitidtstheorie, 1974 von Hus-
sein [6] mit finiten Stabelementen und 1975 in [7] mit einem
auf Differentialgleichungssysteme verallgemeinerten Newton-
Verfahren untersucht. Ein weiteres, auf der Energiemethode
beruhendes Verfahren zur Berechnung von biegeweichen
Rohren unter Erdlasten stammt von Kloppel/Glock [8] aus
dem Jahr 1970. Von Kessler [9] wird 1976 fiir stahlerne Tun-
nelauskleidungen eine gute Ubereinstimmung des FlieBgelenk-
modells mit genaueren Rechnungen festgestellt - fiir den Para-
meterbereich des Tunnelbaus werden Ergebnisse in tabellari-
scher Form vorgelegt.

Inzwischen sind auch verschiedene Modell- und GroBver-
suche veroffentlicht worden: Sonntag [10] und Fleck/Sonn-
tag [11] experimentierten 1966 bzw. 1974 an Ringen aus Aral-
dit und Stahl, die in Stahlwalzen gebettet waren. In der bereits
genannten Arbeit von K1oppel/Glock werden zur Absicherung
der theoretischen Ergebnisse Versuche an Modellen und an
einem tiberschiitteten Durchlall aus Wellrohren beschrieben.
Untersuchungen an dhnlichen Konstruktionen stammen von
Sattler [12] 1971 und von Kienberger [13] 1975. Sie flihrten
zur Festlegung einer ,,Bemessungstabelle fiir Wellblechrohre™,

* Uberarbeitete Fassung eines Beitrags zum Prix Magnel,
Biennale 1974-1976, Bureau de Contrdle pour la Sécurité de la
Construction, Briissel.

Grundlagen gewdhlt, dagegen auf die unterschiedlichen Er-

die in der Praxis zusammen mit einer Einbauanleitung ein
wichtiges Hilfsmittel darstellt. Ferner seien die Versuche von
Diirkop [14] 1974 an eingebetteten Tanks aus glasfaserver-
stirktem Kunststoff (GFK) erwihnt, die durch angelegtes
Vakuum zum Einsturz gebracht wurden, sowie die von
Gaube/Miiller [15] 1975 an Rohrstiicken aus PVC und Poly-
dthylen durchgefiihrten Experimente.

Im folgenden sollen nun auf der Grundlage der Arbeit [ 7]
Bemessungsdiagramme aufgestellt werden, die eine Abschit-
zung der Sicherheit der oben erwihnten Konstruktionen gegen
Erreichen der Grenzlast ermoglichen. Da die Herleitung des
maBgebenden Differentialgleichungssystems in [7] beschrie-
ben ist, wird im Abschnitt 2 eine gekiirzte Darstellung der

gebnisse bei Belastung durch Wasserdruck und durch Erd-
druck in den Abschnitten 3 und 4 niher eingegangen.

2 Differentialgleichungen fiir gebettete Systeme,
in denen Belastung und Bettungswirkung voneinander
unabhiingig sind (z.B. Wasserdruckproblem)

Betrachtet sei der Fall einer kreiszylindrischen Konstruktion
nach Bild 1, die an ihrer duBeren Kontur r, durch radial
wirkende Federn, die nur Druckspannungen aufnehmen
konnen, gestiitzt wird. Im Falle einwérts gerichteter Ver-
schiebungen bleibt die Konstruktion in diesem Bereich un-
gebettet. Die duBeren Lasten — z. B. Wasserdruck oder Unter-
druck im Innenraum — bleiben hierbei in voller Hohe wirk-
am.
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Bild 1. System, Belastung und SchnittgroBBen des einseitig
elastisch gebetteten Kreisringes
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Diesem Belastungs- und Stiitzungsverhalten entspricht als
statisches System der einseitig gebettete Kreisring nach Bild 1.
Es wird angenommen, daf3 sich der Ring bei rotationssymme-
trischen Lasten (/. = 1) in einem Bereich der GroBle 2¢, an
beliebiger Stelle, die durch Storungen der Geometrie oder der
Lasten bestimmt sein mag, nach innen verformt und dort un-
gebettet ist. Im Fall Z < 1 tritt der ungebettete Bereich an der
Stelle der maximalen Lastordinate, z. B. im Firstpunkt, auf.
Bei Laststeigerung ergibt sich ein nichtlineares Spannungs-
problem, das auf die Existenz einer Grenzlast mit stark an-
steigenden Verformungen zu untersuchen ist.

Zur Losung dieses Problems wurden in [7] folgende An-
nahmen zugrunde gelegt:

1. Die Verzerrungen ¢ und - sind mit den Verschiebungen
v und w, sowie mit den Verschiebungsgradienten nichtlinear
verkniipft.

2. Die drei Gleichgewichtsbeziechungen des ebenen Kreis-
bogenelementes sind fiir den verformten Zustand formuliert.

3. Die Belastungen und Bettungswirkungen sind normalen-
treu.

4. Die Bettungswirkungen werden mit Ausnahme der Son-
derfille im Abschnitt 3.6 durch den Winklerschen Bettungs-
ansatzp = ¢w beschrieben. '

5. Entsprechend der Bernoullischen Hypothese gilt Eben-
bleiben der Querschnitte; Schubverformungen werden nach
einer Uberpriifung durch Vergleichsrechnungen vernach-
ldssigt.

6. Die GroBe des ungebetteten Bereichs wird bei jeder Last-
stufe aus der Bedingung w(+ ¢,) = 0 ermittelt.

7. Aus Symmetriegriinden wird das System nach Bild 1
nur im Bereich 0 < ¢ < = untersucht.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich mit den sechs
dimensionslosen Unbekannten

" 0 (Ta-f)
n= ’Ej. q= ?A

m= :
EAr

ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung, das aus den Ver-
schiebungs-Verzerrungsbeziehungen (2a,b), den Gleichge-
gewichtsbeziehungen (2d-{f) und den konstitutiven Gln. (2c, g)
besteht:

& =n+(1+¢cosy —1,
ne=—=C+ (1 + ¢g)siny,
Vo=n+{m
n=q(l+y)— %/\'oc(l — 7)sin2(¢p + ), (2a9)
g =—n(1+y)— %/\'a[(l + )
+ (1 = 2)cos2(¢p + )| + kB
m=—q(l+¢
mit
e=n+m (g

und den Abkiirzungen fiir den Lastparameter o und den Stei-
figkeitsparameter f§

a=P g (3a,b)

1 Zur Ermittlung von c¢: z.B. [8, 25, 33].
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sowie
J dA
1 A T+ P
b= =g £ T (3c,d)
i J*’*t 4
14 =

7 N2
(Fiir Rechteckquerschnitte gilt { = —0.8 + 12 (;) . vel [7],
Gl. 46b)

Die Randbedingungen am Intervallanfang ¢ = 0 und am
Intervallende ¢ = 7 lauten:

C=Yy=q=0 (4a-c)

Die librigen Randwerte sowie die FeldgréBen sind unbekannt,
es handelt sich also um ein Zweipunktrandwertproblem cines
nichtlinearen Differentialgleichungssystems.

Die numerische Losung erfolgt durch ein auf Differential-
gleichungssysteme der Form

b=1452,:.,6 (5a)

365 = (Wi X 40t 8 Xgit),

verallgemeinertes Newton-Verfahren, wodurch das nicht-
lineare Problem zunéchst auf eine unter bestimmten Voraus-
setzungen quadratisch konvergierende Folge linearer Rand-
wertaufgaben transformiert wird. Die (k + 1)te lineare Diffe-
rentialgleichung hat die Form

n oo
y " - &5 .
Xik+1) = Z <f7 Njk+1)

=\ 6X

n ("('
+ gilxig-t) — Y <~]> Nk -

J=1

in der die Jakobi-Matrix der partiellen Ableitungen von ¢;
nach x; an den Stiitzstellen t, = [At aus der k-ten Niherung
zu ermitteln ist. Der Algorithmus (6) wird in der englisch-
sprachigen Literatur [16] als ,,quasilinearization™ bezeichnet.
Das im linearen Fall giiltige Superpositionsprinzip gestattet
es nun, die unbekannten Funktionen x;(r) aus einem Funda-
mentalsystem der Lésungen der Anfangswertaufgaben durch
Linearkombination zu gewinnen.

Auf diese Weise kann filir vorgegebene Lastparameter o,
o5, ... der Vektor z der ZustandsgroBen {&, n, ), n, g, m| an den
Stiitzstellen ¢, = f, ermittelt werden. Eine Grenzlast o,, des
Systems ist erreicht, wenn bei kleinen Zuwichsen des Last-
parameters charakteristische ZustandsgroBen wie z B. die
Firstverschiebung (¢ = 0) stark ansteigen. Bei weiterer An-
niherung an die Grenzlast wird das numerische Verfahren
divergent.

Eine Moglichkeit, auch nach Erreichen der Grenzlast
Gleichgewichtszustinde des Systems zu berechnen, eroffnet
das Parameterschitzverfahren z B. nach Lee [17]. Anstelle
des Lastparameters o wird die RandgroBe #, = (¢ = 0) vor-
gegeben und der Parameter o als weitere Unbekannte in das
Differentialgleichungssystem (2 a—f) eingefiihrt. Da « konstant
beziiglich der unabhingigen Variablen ¢ ist, gilt als siebente
Differentialgleichung

Damit konnen die vollstdndigen Last-Verschiebungskur-
ven des Systems berechnet werden. Insbesondere kann ge-
zeigt werden, daf3 die vom einseitig gebetteten Ring aufnehm-
bare Belastung im tiberkritischen Bereich in der Regel ab-
sinkt, es sich also um ein vorverformungsempfindliches Sta-
bilitdtsproblem handeln kann.
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Eine ausreichende Genauigkeit und schnelle Konvergenz
der numerischen Rechnungen konnten mit den folgenden
SteuergroBen erzielt werden:
tp= 1%  Genauigkeit des Bereichswinkels ¢,
fiir das verallgemeinerte Newton-Verfahren:

g, =1% Differenz aus x;q, und X;g+1),
A¢p =5 Abstand der Stiitzstellen im Integrationsgebiet,
fiir die Anfangswertaufgaben nach Wanner [18]:

=% Ordnung der Taylorreihenentwicklung,
El=* Ordnung der Storungsrechnung (Lie-Reihen),
k=1 Zahl der Quadratur-Stiitzstellen.

3 Ergebnisse fiir das ,, Wasserdruckproblem**
3.1 Verhalten bei Laststeigeruny
3.1.1 Last-Verschiebungskurven

Zunichst wird das Verhalten der Konstruktion bei Laststei-
gerung anhand der in Bild 2 dargestellten Last-Verschiebungs-
kurven betrachtet. Fiir den Steifigkeitsparameter dieser Bei-
spicle ist der verhdltnismidBig hohe Wert f= 10* gewihlt
worden, der in Anwendungsfillen mit geringer Biegesteifig-
keit der Wandung und steifem Hinterfiillungsmaterial (z.B.
Kunststoffrohre und Behilter aus GFK) auftreten kann.
Abhiingig von einem Parameter

o= f%l r <: ;7 bei Rechteckquerschnitten), (7)

der das Verhiiltnis zwischen Dehn- und Biegesteifigkeit kenn-
zeichnet, steigen die Kurven bis zur Maximallast o, mit unter-
schiedlichen Steigungen an (Phasen A und B) und fallen nach
Uberschreiten des Maximums mit geringeren Steigungen wie-
der ab (Phase C). Im iiberkritischen Bereich ist auch bei groBe-
ren Verschiebungen des Scheitels der Konstruktion kein er-
neutes Ansteigen der Lasten zu beobachten.

Die Maxima der Last-Verschiebungskurven konvergieren
fiir wachsende Parameter k* gegen die klassischen Beullasten
ax; nach Hain [5]. Der Grund hierfiir ist darin zu sehen, dal3

bei Ringen mit relativ zur Biegesteifigkeit zunehmender Dehn-
steifigkeit die Axialdehnungen im Grundzustand klein und
damit die Unterschiede zwischen den Annahmen der klassi-
schen Stabilitidtstheorie und der nichtlinearen Rechnung gerin-
ger sind. Dagegen sind z B. bei Kunststoffrohren mit kleinen
Werten k*(<20) erhebliche Abweichungen zwischen den
Maximal- und den klassischen Beullasten vorhanden.

3.1.2 Last-Verschiebungskurven fiir Konstruktionen
mit Vorverformungen

Bild 2 zeigt die Abminderung der Maximallasten bei Vorhan-
densein von Vorverformungen, deren Verlauf tiber den Um-
fang nach den Gln.

W,

w,co82¢, w,= -

n.(¢p) =

E(p) = 05w,sin2¢ . (S
Yo (¢)=—15w,sin2¢

angenommen wurde. w, ist die Vorverformungsamplitude im
Scheitelpunkt. Der durch die Gln. (8a-c) vereinbarte Verlauf
der Vorverformungen, wodurch der Kreisring die Gestalt
einer liegenden Ellipse erhilt. ist z. B. fiir den Anwendungs-
bereich eingeschiitteter Kunststoffrohre mit groBeren Wand-
stirken sinnvoll, withrend bei diinnwandigeren Konstruk-
tionen cher eine ortlich begrenzte Vorbeule anzusetzen wire.
Aus Bild 2 ist zu entnehmen, daB bei kleineren k*-Werten
(flachere Last-Verschiebungskurven) der Vorbeuleinflul auf
die Maximallasten abnimmt. Hier kann mit einem ausreichend
grofen Sicherheitsbeiwert der Einflull der Rohrelliptizitit er-
faBt werden, was durch Parameterstudien im Abschnitt 3.2.2
bestitigt wird.

Bei diinnwandigeren Rohren (groBeres k*) kann dagegen
nicht auf genauere Untersuchungen des Vorbeuleinflusses
verzichtet werden. So wird bei = 10* und k* =100 die
Maximallast durch Vorverformungen von 0,59, des Radius
um 5%, bei elliptischer Rohrform und
um 289, bei ¢rtlich begrenzter Vorbeule
nach Rechnungen von Menzel [ 19] reduziert.

140
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Bild 2. Last-Verschiebungskurven des einseitig elastisch gebetteten Kreisringes
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Bild 3. Verinderung des Winkels des ungebetteten Bereichs bei
Laststeigerung

3.1.3 Offnungswinkel des ungebetteten Bereichs

Zur Veranschaulichung der Phasen des Beulvorganges unter
einer von der Bettung unabhidngigen Belastung ist in Bild 3
der Winkel ¢, des ungebetteten Bereichs in Abhingigkeit von
o angegeben. Er wird bei Erhthung des Lastparameters von
0,52, auf o,, um rund 50%, verringert und steigt im iiberkriti-
schen Bereich langsam wieder an. Dies entspricht nach
Glock [20] dem Verhalten des Ringes mit starrer Ummante-
lung, der sich zuniichst infolge einer Umfangsverkiirzung bei
unterkritischer Druckbelastung von der Ummantelung 16st.
Bereits vor und wiithrend des Ausbeulens kommt es dann zu
einem Anliegen an der Wandung, wobei sich der Kontakt-
bereich vergroBert (Phasen A und B), und nach Erreichen von
a,, wieder zu einem Loslosen von der Wandung, wihrend der
Ring nach innen zusammenstiirzt (Phase C). Fiir die Frage
der maBgebenden Vorbeulform ist die GroBe des Winkels ¢,
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,, von Bedeutung [19]. Bild 3 zeigt, da3 ¢, bei wachsen-
den Werten von ff und k* abnimmt.

bei o

3.2 Parametrische Untersuchungen
3.2.1 Maximallasten

In Bild 4 sind die Ergebnisse von umfangreichen parametri-
schen Untersuchungen dargestellt. Wichtiger Kurvenpara-
meter ist wieder das Verhiltnis der Dehn- zur Biegesteifigkeit
der Konstruktion, das besonders fiir gréBere Werte f§ einen
erheblichen EinfluB auf die Maximallasten o, hat. Bei Ver-
nachlissigung der axialen Dehnungen ergibt sich die Kurve
k* = ~, die fiir dickwandigere Bauten z. T. erheblich iiber den
exakten Grenzlasten liegt.

Im Bild 4 sind die beiden Grenzfille des freien und des
starr ummantelten Kreisringes zu erkennen. Im Fall f§ gegen
Null gehen die Kurven fiir o, und oy; ineinander iiber und
konvergieren gegen den bekannten Wert

y‘m.u = 11\'1',“ = 3‘0 (9)

mit der in [21] nidher dargestellten Besonderheit: Bei unge-
fihr f = 40 zweigt von der Kurve fiir die einwellige Versagens-
form (n, = 1 Symmetrieachse) cine weitere Kurve fiir zwei-
wellige Beulformen (n, = 2) ab, die fiir f < 40 unter der erste-
ren liegt.

Bei zunehmender Federsteifigkeit der Bettung ist in Bild 4
eine Abflachung der Kurven fiir o, und fiir kleinere Werte k*
ein Einmiinden in Parallelen zur f-Achse zu erkennen. Fiir
die Grenzwerte hat Glock [20] auf der Grundlage der Ener-
giemethode die Gl.

4

o, , =2,62k*3 (10)

hergeleitet. Diese Beziehung gilt bei Beriicksichtigung der
Axialdehnungen ¢, im Grundzustand. Der Fall ¢, = 0 wurde
von Britvec [22] im Zusammenhang mit dem Temperatur-

500
Belastung normalentreu k
1. konstant Uber den Umfang: A=1 (
———— klass. Beullasten a,; [5]
2001~ .
Maximallasten
—-—-— » mit cos2y-formiger Vorverformung L
_____ P s Seati z
100 mit ortlicher Vorverf. [19] o
3 Vorverformungsamplitude 8=
[ im First : w,=r/100 T =
501~ 2.verdnderliche Belastung — z;—-zfigfr'_“
R A - k st =
f A=05 (w,=0) / =20 -
2 0 et
._E o —— 1o
a
n
£ 10 Durchschlagslasten von GFK-T|
Loy Behdltern aus Versuchen[14]
o Versuch Nr.5 crit= 47
5i£.. 3,6 : 67 |
" + a0 v il g 01,24 : 85
| zugelassene Werte k=338 7 : 105
3} fir biegeweiche Durch- r=2m 8 : 125
ldsse nach [13),h<06m 9 . 145
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Bild 4. Grenzlasten des einseitig gebetteten Kreisringes und Versuchsergebnisse
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beulproblem des starr ummantelten Ringes behandelt. Durch
Umrechnungen mit

oy ATy = ko, ,

mit der Wirmedehnzahl «; und der kritischen Temperatur-
erhdhung ATy, 1aBt sich die Gl.

4
S = 6120c%? ' (11)

fiir ¢, = 0 ermitteln. Die gestrichelten Kurven in Bild 4 kon-
vergieren fiir § — » gegen die kritischen Lasten nach Gl. (11).

3.2.2 Variation des Verlaufs der Vorverformungen

Der EinfluB der Vorverformungsfigur auf dic GroBe der
Maximallast ist aus Bild 4 zu entnehmen. Die Amplitude ist
konstant und betrigt o, = 0,01r. Bei zweiwelliger Beulform
(B < 40) ist eine Vorverformung nach Gl. (8a-¢), bei einwelli-
ger Beulform (ff > 40) dagegen die ortliche, einwellige Vorver-
formung nach [19] maBgebend. Es sind also entsprechend der
Forderung in [23], Abschnitt 1.5.1, wonach als Vorverfor-
mungsfigur eine der maBgebenden Eigenform dhnliche Funk-
tion zu withlen ist, abhiingig vom Steifigkeitsparameter f§ zwei
verschiedene Vorverformungsverliufe zu betrachten.

Zum Vergleich ist in Bild 4 auch der Fall nicht konstanten
AuBendrucks, gekennzeichnet durch /= 0.5, fiir k* =20
und 50 eingetragen. Fiir kleinere fi-Werte werden ungiinsti-
gere Werte flir o, erhalten, withrend die Kurve / = 0.5 fiir
groBe f gegen die Kurve fir /= 1.0 konvergiert. Fiir dic
Frage der anzusetzenden Imperfektionen folgt hieraus, daB
Belastungsimperfektionen (4 % 1) und geometrische Imper-
fektionen (w, # 0) am vorliegenden System vollig verschie-
dene Auswirkungen haben. Eine Rechnung mit / < 1 kann
also bei Vorliegen von Vorbeulen eine Analyse des Vorbeul-
einflusses nicht ersetzen.

3.3 Giiltigkeitsgrenzen

Zum Einfluf} von Schubverformungen auf die Maximallasten
gilt nach hier nicht wiedergegebenen Rechnungen: Schubver-
formungen sollten bei Schubverteilungszahlen x> 5 fiir
k* <20 und bei x> 1,2 fir k* <10 in Betracht gezogen
werden.
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Bild 5. Last-Verschiebungskurve bei Uberschreiten der Streck-
grenze

Die in Bild 4 angegebenen Maximallasten gelten unter der
Voraussetzung linear elastischen Materialverhaltens. Wird
bei Laststeigerung im unterkritischen Bereich o < a,, in einer
Randfaser die Streckgrenze des Ausbaumaterials iiberschrit-
ten, miissen die elastischen Maximallasten o, ., auf die plasti-
schen «,, ,; abgemindert werden.

Ein Niherungsverfahren hierzu wird von Dulacska [24]
beschrieben und in Bild 5 auf ein glattwandiges eingebettetes
Rohr aus St52 mit den Parametern f = 1000 und k* =
r/t = 50 angewandt. Voraussetzung ist, daB} im maBgebenden
Belastungsbereich nur ein FlieBgelenk im Firstpunkt auftritt.
Auf der Abszisse ist die Exzentrizitit ¢ der Normalkraft im
Firstpunkt bezogen auf die Wandstiirke ¢ aufgetragen, an der
Ordinate die auf die Streckgrenze n, bezogene Normalkraft
n = N/EA. In diesem Diagramm sind die Kurven
Moy 1

s 1+6$

und (12a,b)

M 3¢ 4 faf¢) 41
1y 1 [

die von ¢/t abhingigen Grenzlinien fiir das Erreichen der
Streckgrenze in einer Randfaser bzw. der Bruchgrenze mit voll
plastiziertem Querschnitt. Trégt man in das Diagramm die
auf n; bezogenen dimensionslosen Normalkrifte n des Sy-
stems im am stirksten beanspruchten Punkt, dem Firstpunkt,
in Abhidngigkeit von

? _ %1 Jo (13)

ein, dann erhilt man einen Schnittpunkt mit der Grenzkurve
na/ng. bei deren Uberschreiten im Querschnitt FlieBen auf-
tritt. Die maximale Dehnung in der Randfaser

&, =n—+m-6k* (14)
hat hierbei den Wert

sisz_ o 360

5152 Y = 17141073,
: E 2.1-10°

Zwischen den Kurven n,/n, und ny/n, erfolgt nun eine Ab-
minderung der elastischen Normalkraftkurve (gestrichelt) ent-
sprechend dem verringerten Tragvermogen des teilplastizier-
ten Querschnitts (vgl. [24], Bild 11). Die ausgezogene Kurve
n/ng verliuft unterhalb der Linie ny/n, mit einem Maximum
Ny /s = 049, woraus die gesuchte plastische Maximallast
O, i €rmittelt werden kann.

Ein Néherungsverfahren fiir o, , ergibt sich auf bekannte
Weise mit dem Vergleichsschlankheitskonzept: Mit den klas-
sischen Beullasten oy; = pg,;r*/EI nach [5] oder bei Ringen
mit Gelenken nach [21] erhilt man die Vergleichsschlank-
heit

A= ’z’n = Qil z (15a)
Vokil ok !
und mit zugehorigem w
N\ 2
zula,, = 28l . 12<i> . (15b)
ok t

Fiir das Beispiel nach Bild 5 liefert das -Verfahren mit
og; = 33 bei St52 den zuldssigen Lastparameter 13.2, das
Verfahren nach [24] dagegen mit o, =27.5 den Wert
zula,, = 14,7, Weitere hier nicht wiedergegebene Vergleiche
fiir glattwandige Rohre zeigen, dalB fiir steigende Werte f§ die
Werte von zula, z.T. weit unter zulg,, liegen, da hier die




386

g Jubt L]
/ a \ = /
100 e(k0§05:7 ST
[ 0 j
i °lo ]
E ///‘-9/{//
f 50— QL=
_/ //‘ °|°//
. / QR
L— w‘/—
20 e 1
L 2%l
10 /. 3%

100 200 500 103 210° 5-10° 10% 2-10*
B = cré/El i

Bild 6. Maximale Randdehnungen von glattwandigen Kreis-
zylinderschalen bei Erreichen von 0,8,

Reduktion von o, gegeniiber oy, durchschligt (Bild 4). Bei
kleineren Werten f ist eine umgekehrte Tendenz zu beobach-
ten.

In Bild 6 sind die Randdehnungen ¢, von Rechteckquer-
schnitten bei Erreichen von 0.8fachen Maximallasten aufge-
tragen. Bei vorgegebener Grenzdehnung ¢, , des WerkstofTes
kann damit beurteilt werden. ob eine plastische Untersuchung
erforderlich wird. Der Grenzwert 0,82, wurde gewiihlt, da
kurz vor Erreichen von o, ,; das Biegemoment M und damit
die Randdehnungen ¢,(M) steil anwachsen (Bild 5, unterer
Teil). So wird bei Anwendung von Bild 6 u.U. auf eine volle
Ausnutzung von a, verzichtet, es bleiben aber die linear
elastischen Ergebnisse in einem groBeren Parameterbereich
giiltig.

3.4 Vergleiche mit Ergebnissen der linearisierten
Theorie 2.Ordnung

Eine erste Arbeit, nach der Tunnelausbauten aus Tiibbings
nach Theorie 2. Ordnung tabellarisch berechnet werden kin-
nen, stammt von Windels [2]. Hierin wird ein konstanter
Offnungswinkel des ungebetteten Bereichs mit 2¢, = 90°
vorausgesetzt. Zur besseren Vergleichbarkeit wird das von
Hain/Horst [3] angegebene Verfahren verwendet, in dem wie
in der vorliegenden Arbeit der Winkel ¢, auf jeder Iterations-
stufe neu ermittelt wird. In Bild 7 sind die Abweichungen fiir

40 T ' |

f ————— K= 200 / 10
’ 20 /
o
o 100
S| 10 ,/ Jl 10® |
; - / /,
L;‘: // ///
£ 0 —1--"" ) 100
o5a,, 08a, a,
a = pri/El i

Bild 7. Vergleich der Firstverschiebungen aus Rechnungen nach
der linearisierten Theorie 2.Ordnung und der vorgelegten
Theorie
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Bild 8. Abweichungen der Maximallasten #,, von den klassischen
Beullasten ;; und Anwendungsgebiete

die Verschiebungen im First zwischen linearisierter Theorie
2.0Ordnung und der vorliegenden nichtlinearen Theorie an-
gegeben. Da fiir 2 = 1 mit dem erstgenannten Verfahren keine
Konvergenz erzielt werden konnte, wurde / fiir die Vergleiche
auf 0,99 reduziert. Es zeigt sich, daf fiir die untersuchten Para-
meter die linearisierte Theorie 2. Ordnung bis zu 809, der
Maximallast brauchbare Ergebnisse fiir die radialen Firstver-
schiebungen liefert (max. Fehler bei = 10*: 10%). Die nach
der linearisierten Theorie 2. Ordnung berechneten Verschie-
bungen sind kleiner, die Maximallasten o, groBer als die nach
der nichtlinearen Theoric ermittelten Werte. Ahnliche Er-
gebnisse wurden fiir den hier nicht dargestellten Fall 2 = 0.5
gefunden.

3.3 Vergleich mit den klassischen Beullasten oy

In Bild 8 sind die Abweichungen der klassischen Beullasten
o von den Maximallasten o, in Prozent angegeben. Die Ab-
weichungen haben eine steigende Tendenz bei wachsenden f-
und bei fallenden k*-Werten (Bild 4). Aullerdem ist der unge-
fihre Bereich fiir mehrere praktische Anwendungsfille ange-
geben: Tunnelkonstruktionen, Behiilter aus glasfaserverstéirk-
tem Kunststoff, dickwandige Rohre aus PVC und Polyithylen
und Rohrauskleidungen. Bei Kunststoffrohren sind die Ab-
weichungen besonders grof3 (>40°;), bei Vorhandensein von
Wasserdruck sollte die Dimensionierung daher mit den Er-
gebnissen der nichtlinearen Theorie und einer ausreichenden
Sicherheit gegen Uberschreiten der Grenzlast o, erfolgen.

3.6 Anwendungsbereiche und Erweiterungen

In allen Fillen, in denen zwischen Belastung und stiitzend wir-
kenden Spannungen unterschieden werden kann, sind unter
Beriicksichtigung der eingangs genannten Voraussetzungen
die Maximallasten nach Bild 4 fiir eine Abschitzung der
Grenzlasten solcher Konstruktionen verwendbar. Im einzel-
nen kann es sich dabei um folgende Bauten handeln (Bild 8):

a) Behilter aus glasfaserverstirktem Kunststoff: Diirkop
hat in [14] in einer groBeren Versuchsreihe GFK-Behiilter im
MaBstab 1:1 mit und ohne Erdhinterfiillung durch duBeren
Druck oder angelegtes Vakuum zum Einsturz gebracht. Die
Parameter der gebetteten Behilter liegen fiir f ungefihr zwi-
schen 10° und 10* und fiir k*(= r/t) zwischen 50 und 150.
Die in Bild 4 eingezeichneten Versuchsergebnisse zeigen eine
gute Ubereinstimmung mit den Maximallasten o,
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b) Schildvorgetriebene Tunnel werden in der Regel unter
der Annahme eines im Firstbereich reibungsfrei nachrutschen-
den Erdkeils (..Silotheorie®) dimensioniert [25]. Diese auf der
sicheren Seite liegende Annahme ist vor allem bei geringeren
Uberdeckungen (h < 4r) zu treffen, wo eine Berechnung des
Bodens als elastisches Kontinuum mit kreisformigem Aus-
schnitt iiber dem First Querzugspannungen aufweist, die vom
Erdmaterial 1. a. nicht aufgenommen werden konnen.

Als ein Beispiel fiir die GroBenordnung der im Tunnelbau
auftretenden Parameter sei der Hamburger Elbtunnel mit
k* =167 und f =446 genannt. Aufgrund der niedrigen
Werte fiir k* ist eine Berlicksichtigung der Liangsdehnungen
sowohl fiir Spannungs- als auch fiir Stabilititsnachweise er-
forderlich.

¢) Durchlisse unter Strafsen und Eisenbahnstrecken aus
kaltgewellten und kaltgebogenen Stahlblechen [8, 12, 13]: Wie
bei Tunnelbauten ist auch hier bei geringen Uberschiittungen
eine Abtragung der Erdlast und der Verkehrslasten durch Ge-
wolbebildung im Boden in nur beschrinktem Umfang mig-
lich. Die vertikalen Bodenspannungen iiber dem First bleiben
bei nach innen ausweichender Konstruktion nahezu unver-
mindert erhalten. Im Fall sehr geringer Uberschiittungen
(h =40 bis 60 cm) hat Kienberger [13] durch Messung der
Bodenspannungen bei wachsender Auflast sogar eine abneh-
mende rechnerische Bettungszahl nachgewiesen, was durch
Grundbrucherscheinungen in den Ulmenbereichen bedingt
sein diirfte. In bestimmten Anwendungen miissen also die
Bettungsspannungen p = c¢w (oder dimensionslos &= f3n)
im Ulmenbereich begrenzt werden, da sonst unzulissig hohe
Spannungsspitzen im Bettungsmedium entstehen (Bild 9b).
Dies kann durch Einfiihren eines nichtlinearen Bettungs-
gesetzes
o — Oy = arctan :ﬁ— i n (16)

T max
in das Dgl.system erfolgen. Das Bettungsgesetz sowie die resul-
tierende Last-Verschiebungskurve sind in Bild 9a strichpunk-
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Bild 9 a u. b. Last-Verschiebungskurven und Bettungsspannun-
gen bei nichtlinearen Bettungsgesetzen

tiert dargestellt. In dem frei gewihlten Beispiel wird die Maxi-
mallast um 7%, und die Spannungsspitze in den Ulmen um
509, reduziert.

Die in [12] angegebenen Mindestwandstirken konnen
naherungsweise in zuldssige Lastparameter umgerechnet wer-
den. Sie sind fiir h = 04 und 1 m in Bild 4 eingetragen. Da bei
den hier tiberwiegenden Verkehrslasten (Raddruck des SLW 60)
der Seitendruck vermindert ist, sind die Kurven mit / = 0.5
fiir Vergleiche eher geeignet.

d) Rohrauskleidungen: Zu diesem Anwendungsbereich ge-
horen z B. zweiwandige Schalen mit einer wirmeisolierenden,
elastischen Zwischenschicht oder sogenannte Inliner, die als
Korrosionsschutz nachtriglich in Rohre groBeren Durch-
messers eingezogen werden. Bei solchen Konstruktionen stellt
sich hiufig die Frage nach den Auswirkungen eines freien
Spaltes zwischen Innen- und AuBenrohr auf die Hohe der
Maximallasten. Zur Losung wird das folgende Bettungsgesetz
vorgeschlagen

i:/)’)]{i £ l= %arctanﬂ<i+1>] (17)
s T 2\

worin 1, die bezogene SpaltgréBe w,/r bedeutet. Fiir f = 5000
und k* = 50 sind in Bild 9a die Auswirkungen eines verhilt-
nismaBig kleinen Spaltes (~r/1000) auf die Last-Verschie-
bungskurve dargestellt (gestrichelte Kurve): Die Reduktion
von g, betrigt 17.5%! Das Problem der Spaltbildung bei
starrer Ummantelung ist von McGhie/Brush [26] behandelt
worden.

4 Uberlegungen und Ergebnisse zum Erddruckproblem
4.1 Modellversuche und rechnerische Ansitze

Das Stabilititsproblem einer durch Erdlasten beanspruchten,
eingebetteten Konstruktion unterscheidet sich vom Beulen
unter den im Abschnitt 3 behandelten Lasten, die bei Verfor-
mungen der Konstruktion in ihrer GréBe unveriindert bleiben.
Bei Erddruck dndert sich die GréBe der auf der Konstruk-
tionsoberfliche angreifenden Spannungen bereits bei Verfor-
mungen des Systems im Grundzustand: Das Bauwerk kann
sich durch ortliches Ausweichen Spannungsspitzen entziehen.
Sonntag [10] und Sonntag/Fleck [11] haben dieses Tragver-
halten in Modellversuchen, in denen Araldit- und Stahlringe
tiber dicht aneinanderliegende Stahlwalzen erddruckihnlich
belastet wurden, untersucht. Bei den biegeweicheren Ringen
zeigten die spannungsoptischen Versuche, dall die Zahl der
Biegelinienwendepunkte zunimmt, also ein mehrwelliger Ver-
formungszustand vorliegt. Bei Laststeigerung erfolgte das
Durchschlagen der Ringe jedoch in einer einzigen Beule.

Zur Behandlung des Temperaturbeulproblems des elastisch
gebetteten Ringes wurden in [27] Modellversuche mit Ringen
aus 0,2 mm dicker Hostaphan-Folie und einem Radius von
76,5mm durchgefiihrt (Bild 10a-¢c). Die Dehnungen aus
linearer Temperaturdnderung wurden durch ein gleichmifi-
ges Zusammenziehen des den Ring und eine Bettungsschicht
(8 mm Moosgummi, Bettungsmodul 0,9 bis 1.5 N/cm?) um-
fassenden Stahlringes mittels einer Manschette simuliert. Diese
Versuchsanordnung ist unter idealisierenden Annahmen auch
fiir das Erddruckproblem giiltig.

Analog zu [10] und [11] verlduft der Beulvorgang des iiber
die Gummischicht radial belasteten Ringes in mehreren Pha-
sen ab: ‘

A) Im Grundzustand wird der Ring gleichméBig axial ge-
staucht, alle statischen GroBen sind rotationssymmetrisch
(Bild 10a):

B) Nach Uberschreiten eines Grenzdruckes (darstellbar
durch die Spaltverkiirzung an der duBeren Ummantelung)
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Bild 10 a—c. Beulversuch an einem kurzen Zylinder aus Hosta-
phanfolie (r = 0,2 mm) mit Moosgummizwischenlage. a Grund-
zustand, Phase A ; b Mehrwelliges Beulen, Phase B; ¢ Einwelli-
ges Durchschlagen, Phase C

kommt es zur Ausbildung einer mehrwelligen Beulfigur. Im
Versuch (Bild 10b) handelt es sich um 8 tiber den Umfang
verteilte Beulen. Dieser Zustand ist auch bei weiterer Last-
steigerung anfangs noch stabil, was auf ein zunédchst gutartiges
Verhalten der Konstruktion im iiberkritischen Bereich schlie-
Ben 1406t

C) Bei Erreichen einer weiteren Lastgrenze schligt der
Ring schlieBlich einwellig durch, wobei sich die Beule in einem
gewissen Bereich vollstindig vom Bettungsmedium 10st
(Bild 10c).

Die Zahl der Beulwellen in der Phase B hingt von der
Hiirte des Bettungsmediums ab: Bei einer Bettung durch eine
5mm starke Schicht aus Paragrau-Gummi (Bettungsmodul
140 bis 1000 N/cm?) waren erheblich geringere Abstinde der
Wendepunkte zu beobachten (vgl. [27]).

Die oben beschriebenen Phasen lassen sich rechnerisch
wie folgt darstellen:

A) Im Grundzustand gilt fiir die gleichm@dBige Kontraktion
des Ringes

wo _ 1 Kol
r 1+kB
wobei der Faktor 1/(1 + k 8) die Reduktion der Ringbelastung
durch Lastaufnahme des Bettungsmediums kennzeichnet.

Ho = (18)
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Bild 11. Last-Verschiebungskurven beim Erddruckproblem

B) Der erste Indifferenzpunkt ist nach Sliter/Boresi [28]
durch die Beziehung
in(1+/\‘ﬁ)<nz—1+ —zﬁ—7> (19)

o (n) =
nz2 n-—1

gegeben. Die Gl. (19) 1aBt sich als Girlandenkurve iiber f auf-
tragen, fur deren Enveloppe die Gl.

agi(n) = (1 + kP2 /B (20)
mit der Wellenzahl
n=v1+B (21)

gilt. Nach Erreichen des Indifferenzpunktes steigt die Last-
Verschiebungskurve nach der von El-Naschie [29] hergelei-
teten Gl.

2() = ogi(m)(1 + 025/ Bn?) (22)

parabelfrmig tiber  an.

() Die numerische Darstellung der Phase C ist nicht mehr
elementar moglich. In [27] wird fir Temperaturbelastung
durch Einfithrung eines Temperaturdehnungsanteils & und
Addition zur elastischen Dehnung ¢ aus den Gln. (2a-g) ein
Dgl.system aufgestellt, das den iiberkritischen Bereich be-
schreibt. Durch den Schnittpunkt der Kurven flir die Phasen B
und C wird eine theoretische Maximallast fiir das einwellige
Durchschlagen festgelegt.
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Fiir den Steifigkeitsparameter = 10* und k* = 10, 20,
50 und 100 sind die vollstindigen Last-Verschiebungskurven
(Phasen A, B und C) im Bild 11 eingetragen. Die Versuche mit
Moosgummibettung nach Bild 10 sind durch f = 5000.
k* ~ 300 und mit Zellkautschuk durch f=2.5-10* und
k* =~ 200 gekennzeichnet. Die Versuchsergebnisse liegen in
der Niihe der Beullast o (n) fiir mehrwelliges Beulen und bei
zunehmender Bettungssteifigkeit deutlich darunter (vel. [27],
Bild 3). Bei Versuchen mit planmidBigen Vorverformungen
fiel die kritische Dehnung noch etwas ab, jedoch nicht unter
das Minimum 2, der Phase C ([27], Bild 12). &,;,, stimmt fiir
groBere k*-Werte nidherungsweise mit den klassischen Beul-
lasten o; nach Hain [5] tiberein.

4.2 Das Erddruckproblem

Fiir den Stabilititsfall unter Erdlasten ohne duleren Wasser-
druck miissen die den Versuchen und dem Rechenmodell
nach Abschnitt 4.1 zugrunde liegenden Annahmen kritisch
betrachtet werden. Im einzelnen sind die folgenden Einschréin-
kungen zu nennen:

1. Das Winklersche Bettungsmodell mit nebeneinander-
liegenden, voneinander unabhiingigen Einzelfedern ist fiir
natiirliche Bodenverhiltnisse nur angendhert zutreffend, viel-
mehr bewirken die Reibungskriifte zwischen Bodenteilchen
mit unterschiedlichen Verschiebungen eine Koppelung der
Federn. Die Beulwellenzahl n wiirde gegeniiber Gl. (21) ge-
ringer.

2. Bei Versuchen mit natiirlichem Bodenmaterial ist der
in den Modellen angenommene rotationssymmetrische Span-
nungszustand vor Erreichen des 1. Indifferenzpunktes nicht be-
obachtet worden (vgl. [15], [30]). Vielmehr neigten die in [15]
verwendeten Versuchszylinder aus PVC mit r/t = 50 zu einer
elliptischen Verformungsfigur.

3. Das generell nichtlineare Verhalten des Bodenmaterials,
fiir das ein Coulombsches Stoffgesetz gilt, seine 3-Phasen-
Eigenschaften und die groBe Zahl geometrischer GroBen (wie
2.B. Uberdeckung, Schichtstiirken, rdumliche Lastverteilun-
gen. etc.) erschweren eine Analyse des Problems und machen
cine parametrische Darstellung dhnlich der im Abschnitt 3 fiir
das ,,Wasserdruckproblem® nahezu unmoglich.

Trotz der vielzihligen Einwiinde gegen die in 4.1 darge-
stellte, einfache Formel (20) fiir den 1. Indifferenzpunkt lassen
sich mit ihr nach Horst [ 31] die Beullasten der Versuche in [15]
mit Steifigkeitsparametern ff zwischen 300 und 10* rechnerisch
bestiitigen. Auch die in [32], Abschnitt 5.2 und in [33], G1. (16)
angegebenen Bemessungsgleichungen beruhen auf Gl. (20), die
jedoch fiir # gegen = nicht mehr anwendbar ist. Eine auf der
sicheren Seite liegende Bemessung bei Erddruckbelastung ist
mit Hilfe der niedrigeren klassischen Beullasten fiir einwelliges
Beulen moglich. Hier gilt bei ff gegen o der Grenzwert nach
GL (11).

5 Zusammenfassung

Fiir clastisch gebettete, kreiszylindrische Konstruktionen wird
im Fall getrennter Belastungs- und Bettungswirkung das Last-
Verschiebungsverhalten analysiert. Es zeigt sich, daf3 das Sy-
stem eine Grenzlast hat, nach deren Uberschreitung die auf-
nehmbare Belastung absinkt. Fiir Anwendungsfille in der
Praxis und zur Auswertung von Modell- und GroBversuchen
wird ein Diagramm fiir die Ermittlung der Grenzlasten ange-
geben (Bild 4). Die untersuchten Bereiche des Steifigkeitspara-
meters f# und des Konstruktionsparameters k* umfassen An-
wendungen wie Tunnelwandungen, Rohre und Rohrausklei-

dungen aus PVC und Polyithylen sowie Durchlisse aus kalt-
gewellten und kaltgebogenen Stahlblechen. Es wird die Giiltig-
keit des gewihlten, linear elastischen Stoffgesetzes der Kon-
struktion abgegrenzt.

Fiir das Erddruckproblem, in dem Lasten und Bettungs-
wirkungen nicht mehr voneinander getrennt werden konnen,
werden Versuche und rechnerische Ansiitze dargestellt, die
einen Einblick in das Verhalten der Konstruktion bei Last-
steigerung ermdglichen. Unter idealisierten Voraussetzungen
existiert im iiberkritischen Bereich des zundchst mehrwelligen
Beulproblems ein weiterer Indifferenzpunkt und eine ein-
wellige Beulform.

Fiir die Forschungsmoglichkeiten am Lehrstuhl fiir Statik
der Universitit Hannover danke ich Prof. Dr.-Ing. Dr.-Ing.
E.h. Pfliiger. Viele Anregungen. insbesondere von Prof.
Dr.-Ing. Hain und Prof. Dr.-Ing. Horst halfen bei der Bearbei-
tung des Problems. Dipl.-Ing. Menzel und Techniker Diihring
gilt mein Dank fiir die Hilfe bei der Versuchsdurchfithrung.
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