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Von Prof. Dr.-Ing. Hans Hain und Dipl.-Ing. Bernhard Falter, Technische Universitit Hannover

Ubersicht

Es werden die Verzweigungslasten von Kreisringen, die auf der
AuBenseite elastisch gebettet sind, nach der klassischen Stabilitits-
theorie ermittelt und das Verhalten im iiberkritischen Bereich
untersucht. Im Hinblick auf praktische Anwendungen werden so-
wohl Kreisringe mit Momentengelenken bzw. Momentenfedergelen-
ken als auch biegesteife Ringe betrachtet. Als Ergebnisse werden
die kritischen Lasten mitgeteilt und Hinweise fiir ihre Anwendung
bei der Berechnung von Tunnelauskleidungen und unterirdischen

Behiltern gegeben.

1. Einleitung

Die Stabilitit des einseitig (auBen) elastisch gebetteten biegestei-
fen Kreisringes ist in [1] nach der klassischen Stabilitdtstheorie
untersucht worden. Auf der Grundlage der dort hergeleiteten
Knickdifferentialgleichungen sind in [2]?) die klassischen kriti-
schen Lasten fiir solche Ringe mit zusitzlichen Momentengelenken
bzw. Momentenfedergelenken ermittelt worden. AuBerdem ist
in [2] das iiberkritische Verhalten von Gelenkringen studiert wor-
den. Der Zweck dieser Verdffentlichung ist, den Teil der in der
genannten Forschungsarbeit gewonnenen Ergebnisse, der die Sta-
bilitat des elastisch gebetteten Ringes unter konstantem AuBen-
druck betrifft, in einer fiir die Anwendung geeigneten Form einem
groBeren Leserkreis mitzuteilen. Dabei wird auf eine ausfiihrliche
Darstellung der theoretischen Herleitungen und der verwendeten
numerischen Verfahren verzichtet und hierzu auf [1] und [2] ver-
wiesen.

2. Klassische Stabilitdtstheorie

21 Voraussetzungen

Es wird vorausgesetzt, dal

1. die Verformungen des Grundzustandes vernachlidssigt werden
konnen,

2. die Untersuchungen auf die Nachbarschaft des ersten Indiffe-
renzpunktes beschrinkt, d. h. die Verformungen beim Ausknik-
ken als sehr klein angenommen werden konnen,

3. das Hookesche Gesetz giiltig ist,

4. der AuBendruck normalentreu und konstant iiber den Umfang
ist und

5. in den nach auBen sich verschiebenden Bereichen der Ring ra-
diale Bettungskrifte pr = cw erfihrt (Winklersche Bettung).

Die Zulidssigkeit der 1. Voraussetzung wurde von Kimmel [3] fiir
.den nichtgebetteten Kreisring nachgewiesen. Beim gebetteten Ring
kann die bei idealer Kreisring-Geometrie auftretende konstante
Radialverschiebung w, = po r*/EF zu einer Spaltbildung fiihren.
wenn das Bettungsmedium nicht entspannungsfihig ist, d. h. dieser
konstanten Verschiebung nicht folgen kann. Ein Spalt wiirde zu
einer Verringerung der Traglast des Systems fiithren, was nur mit
Hilfe einer Theorie endlicher Verschiebungen untersucht werden
kann, jedoch nicht Gegenstand dieser Veroffentlichung sein soll.
Solche Untersuchungen, die zur Zeit durchgefithrt werden, konnen
auch den EinfluB der Verformungen des Grundzustandes (vgl. Vor-
aussetzung 1) kliren.

Die beim Ausknicken auftretenden Normalkraftdehnungen miissen
dagegen nach [1] beriicksichtigt werden, da sonst besonders bei
groBen Werten des Steifigkeitsparameters f = ¢ r4/EI der kritische

1) Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. Dr.-Ing. E. h. A. Pfliiger aus AnlaB seiner Ehren-
promotion durch die Ruhr-Universitit Bochum gewidmet.

2) Diese Forschungsarbeit wurde mit Hilfe von Forschungsmitteln des Landes
Niedersachsen gefdrdert.
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Druck stark iiberschitzt wiirde. Deshalb wird hier von der Bedin-

gung & = —r—(; —w) = 0, die von vielen Autoren bei der Analyse

des freien und des gebetteten Kreisringes benutzt wurde, kein Ge-
brauch gemacht.

22 Differentialgleichungen und Lésungen

Unter den genannten Voraussetzungen ergeben sich die folgenden
Knickdifferentialgleichungen

w Ut @+aw +Q+atrHw =0l - . (ab)
ok g f

Pt =10
Hierin bedeuten

E Radialverschiebung beim Ausknicken,
v Tangentialverschiebung beim Ausknicken,
o= BETL ) gy t
£l astparameter,
e 1meh
B= BT Steifigkeitsparameter,
c radialer Bettungsmodul,
. d (s
(sse) = —d—(;;)— (Bezeichnungen vgl. auch Bild 1).

Die Losungen dieser Differentialgleichungen lauten in allgemeiner
Darstellung

v =C, +C, 1+(1+a+ﬂ)# + Cy vy (@) +

+ Cyvy () + Cov5 (@) +Covg (). . . . . . (2a)
w = C, + C3wy (p) + Cyw,y (@) + C5w; (p) +
+ @)~ Feilodaand 18 % (2b)

Der Aufbau der Lésungsfunktionen v; () und w; (¢) hiangt vom
Verhiltnis a zu f (a2>4f oder a® <4 f) und der Bereichsart
(gebettet oder nicht gebettet) ab. Die Einzelheiten sind den Ar-
beiten [1] und [2] zu entnehmen.

23 Rand- und Ubergangsbedingungen des
gelenklosen Ringes und der Gelenkkette

Zusitzlich zu den Voraussetzungen des Abschnittes 2.1 werden hier
noch folgende Annahmen getroffen:

1. Der Gelenkabstand sei konstant, so daB sich der Zentriwinkel
zwischen zwei Gelenken zu 2y = 2 z/fm ergibt (m =1.2,3...

Gelenkanzahl).
\
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Bild 2. Magliche Knickbiegelinien der elastisch gebetteten Gelenkkette (m = 4)

mit ein- und zweiachsiger Symmetrie

1

In den Gelenken werden linear elastische Drehmomentenfedern
angesetzt, deren Drehfedersteifigkeiten Cy; an den einzelnen
Gelenken verschiedene Werte annehmen diirfen.

3. In nichtgebetteten Bereichen darf nur ein Gelenk auftreten.

4. Um die Vielzahl der moglichen Knickbiegelinien der Gelenk-
kette einzuschrinken, wird von den Ergebnissen des gelenklosen
Ringes in [1] Gebrauch gemacht, wonach sich als Eigenform mit
dem niedrigsten Eigenwert die Biegelinie mit nur einer Sym-
metrieachse als maBlgebend fir mittlere und groBe Werte des
Steifigkeitsparameters f herausstellte (Bild 2a). Nur bei sehr
kleinen (-Werten bildet sich ein zusitzlicher nicht gebetteter
Bereich aus (Bild 2b), wobei dann die Eigenform derjenigen
des ungebetteten Kreisringes entspricht und fiir ¢ — 0 gegen
diese konvergiert.

m
Es werden Knickbiegelinien mit n =1 und n = TSymmctrie-

achsen untersucht (n = Anzahl der Symmetrieachsen). Fiir die
Formulierung der Rand- und Ubergangsbedingungen werden die
Symmetrieeigenschaften des ausgenutzt. Zwischen den
Symmetrieachsen ergeben sich weitere Bereichsgrenzen, die durch
den Radialverschiebungsnullpunkt und die Gelenke gebildet wer-
den.

Systems

231 Ubergang vom ungebetteten zum gebet-
Bereich (..)
Im folgenden werden die Querstriche zur Kennzeichnung des Nach-

barzustandes weggelassen, da GroBen des Grundzustandes nicht
mehr auftreten.

teten

Aus den linearen Elastizitdtsgesetzen fiir die SchnittgrofSen

ot B v-w-k(w"*f-w)} (3a)
.

M:Ef(w'+w) |
e

- (3b.o)

EI

e | J|

mit
e
k—Fr2

und der Kontinuitdtsforderung fiir alle ZustandsgroBen v, w, w’,
M, Q, N am Bereichsiibergang folgen die Ubergangshbedingungen
(mit EI = const.)

S
il 25
b (da—r)
wy =,
1Ui‘ ::2
A

Hierzu kommt noch als Definition der Bereichsgrenze ¥} des un-
gebetteten Bereichs

wy (9) =0 (4g)

Bild 3. Gleichgewicht am Gelenkpunkt

232 Ubergang am Gelenk

Bei einem Schnitt durch den Gelenkpunkt wird das Federmoment
Mp (Bild 3), das mit dem Biegemoment des Ringes im Gleich-
gewicht steht, frei:

1 EI
MI":C;ﬁT(wi+l —w;) :7(wi+w‘i').

Aus der gegebenen Momentenfedersteifigkeit C}I;ﬁ [kpem] wird die
bezogene Momentenfedersteifigkeit Cj; durch die Beziehung
L R
Cui = T CMi

ermittelt. Hiermit ergeben sich unter Voraussetzung kleiner Ver-
f:()rmungen beim Ausknicken die folgenden Bedingungen fiir den
Ubergang vom Bereich i zum Bereich i+1:

Vi =ity
Wi = Wi+y
vi T kwi =vi g~ kwiy

A+ aw;+wyr=QA0A+a)w;, | +w;i, (5a—f)

wi + wj + Cyiw; = Cyiwj

GRS ]

233 Symmetriebedingungen

In Bild 4 sind die zu untersuchenden Symmetriebereiche fiir eine
(Fall a) und fiir zwei angenommene Symmetrieachsen (Fall b) bei
einem 4-Gelenkring (m = 4) dargestellt.

Bei den Ersatzsystemen fiir Gelenkzahlen m < 4 treten bei einem
bzw. bei beiden Ersatzauflagern Querkraftgelenke auf. Dagegen
miissen bei m 2> 4 an beiden Auflagern Querkraft- und Momenten-
gelenke angesetzt werden.

Cre,,
h
7

Fall b)
mit o = %—a
und m =0, 2, 4,

2
{
Qv Fall a)

Bild 4. Ersatzsysteme fiir Knickbiegelinien mit einer und mit m/2 Symmetrie-

achsen (m = 4)
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Die Symmetriebedingungen lauten fiir den Fall eines Querkraft-
und Momentengelenkes:

wEw =0
@ +a)w +w =20 (6a—c)
v—0

und fiir den Fall, daB in der Symmetrieachse ein Gelenk mit Mo-
mentenfeder liegt:

wtw . —2Cyw =0
(I +a)wssEw =0 Bl g ot ST S S R (T a—C)
»=0

24 Gleichungssystem und numerische Losung
der Knickbedingungen

Nach Einsetzen der Losungsfunktionen v; (@) und w; () (vgl. [2],
S. 36—38) in die allgemeine Losung (2a,b) ergibt sich aus den
Ubergangs- und Symmetriebedingungen ein lineares, homogenes
Gleichungssystem der GroBe 6 -s (s = Anzahl der Bereiche). Hinzu
kommt die Definitionsgleichung fiir die Grenze zwischen gebette-

tem und nicht gebettetem Bereich (4g)
wy (#) =0.

Entsprechend den Voraussetzungen der klassischen Stabilititstheo-
rie fithrt die Rechnung auf ein Eigenwertproblem, das allerdings
wegen der Zusatzgleichung fiir die Bereichsdefinition eine Beson-
derheit aufweist. Da insgesamt (6 s + 1) Gleichungen zur Verfiigung
stehen, erhilt man nach Elimination der 6 s Integrationskonstanten
ein Paar transzendenter Gleichungen

F (a, %) =0 ]

G, =0 [
zur Bestimmung des gesuchten Eigenwertes, des Parameters o, der
die kritische Last py enthilt, und des ebenfalls unbekannten Trenn-
winkels . Zu jeder kritischen Last gehort eine bestimmte GrifBe
des ungebetteten Bereichs. Es handelt sich hier also um die Auf-
gabe, ein ., Eigenwertpaar®

(8a, b)

zu ermitteln.

Zur numerischen Losung dieser zweiwertigen Eigenwertaufgabe
sind in [2] zwei verschiedene Verfahren entwickelt und verwendet
worden. Das erste Verfahren beruht auf mechanischer Anschauung
und ermittelt durch eine doppelte Iteration aus ersten Schitz-
werten oy, ©; Folgen von Niherungswerten «ay U5 ... dy.
I, die gegen das Eigenwertpaar o, ¢ konvergieren.

Besser noch wird diese Aufgabe von der zweiten Methode gelost,
die von einem Newton-Verfahren fiir Systeme von nichtlinearen
Gleichungen (hier R? = a-9-Ebene) ausgeht. Dieses Verfahren kon-
vergiert quadratisch unter der Voraussetzung, daBl geniigend nahe
an der exakten Losung liegende Startwerte (ay, ;) bekannt sind,
und lautet

OF +1

= q; + S ar (ak, 197\':) }
X b
ry = Ok + 0 9% (ar, Ir) e
mit
6 R G Fﬁ T F Gﬂ
* T F,Gy— F36G, | (o %)
und
FG,—GF
e Ty
. F,Gy — F3G, | (ar, 9%)

Die in den Gleichungen vorkommenden partiellen Ableitungen
werden diskretisiert, d. h. als Differenzenquotienten dargestellt, da
ihre analytische Ermittlung nur mit groem Rechenaufwand mog-
lich ist.

Beide Verfahren wurden in der Sprache ALGOL 60 programmiert.
Es zeigte sich eine deutliche Uberlegenheit des zweiten Verfahrens,
das nur etwa ein Drittel der Rechenzeit des ersten Verfahrens be-
notigte. Lediglich in den numerisch ungiinstigen Fillen sehr gro-
Ber Werte des Steifigkeitsparameters (f > 10%) versagte es, wih-
rend das erste Verfahren noch stabil blieb.

25 Ergebnisse

Mit Hilfe der aufgestellten ALGOL-Programme wurden die Eigen-
wertpaare (a, ) auf der Rechenanlage CDC-1604 A der TU Han-
nover fiir verschiedene Kombinationen der Parameter n, m, ff, k*
und Cy ermittelt.
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Bild 5. Kritische Lasten des einseitig gebetteten Ringes mit m Gelenken
In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in [1] erweist sich — bis
auf die Ausnahme sehr kleiner f-Werte — die Knickform mit nur

einer Symmetrieachse als die maBgebende, die den kleinsten Eigen-
wert o liefert.

251 EinfluB des Steifigkeitsparameters [
und der Gelenkzahl m

In Bild 5 ist a iiber dem Steifigkeitsparameter f§ fiir verschiedene
Gelenkzahlen aufgetragen.

Man erkennt, daB schon die Einfithrung eines Gelenkes zu
einem starken Abfallen der kritischen Last fiihrt. Verallgemei-
nernd kann gesagt werden, daB der Ring mit einem Gelenk nur
noch 30 bis 40°%0 der Last des gelenklosen Ringes aufzunehmen
vermag. Dagegen fillt die Knicklast fiir Gelenkzahlen m = 2 bis 6
nicht weiter ab, d.h. der Verlauf der Eigenwerte o in Abhingig-
keit von /3 ist mit Ausnahme kleiner f-Werte nahezu identisch mit
der Kurve fiir m = 1. Erst fiir mehr als sechs Gelenke ergeben sich
wieder nennenswerte Verinderungen der Knicklast. Dieser Sach-
verhalt 1Bt sich mechanisch deuten: Mit Ausnahme des Firstgelen-
kes befinden sich alle iibrigen Gelenke bei m > 1 voraussetzungs-
gemidB im gebetteten Bereich. Sie haben infolge der dimpfenden
Wirkung der Bettung, die mathematisch als abfallende e-Funktio-
nen in w und v beschrieben wird, einen mit der Entfernung vom
ungebetteten Bereich abklingenden EinfluB auf diesen. Das wird
auch durch die fiir m = 1 bis 6 sehr dhnlichen Knickbiegelinien, die
in Bild 6 mit normierter Firstdurchsenkung dargestellt sind, be-
stitigt. Wenn dagegen fiir m > 6 die beiden dem ersten Gelenk
benachbarten Gelenke niher an den ungebetteten Firstbereich
heranriicken, wirken sie sich auch auf das Gesamtsystem merklich
schwichend aus. Die Knicklasten sinken mit zunehmendem m wei-
ter ab.

Bild 6 liefert auch eine Erklirung dafiir, dal der Verlauf von a
iiber f mit wachsendem m immer geradliniger wird. Linearitdt
zwischen o und [ bedeutet aber, daB der kritische AuBendruck
proportional dem Steifemodul des Bodens ist:

axff

't E.
poxfEs .

mit ¢ = k T) (10)
Mechanisch betrachtet, bedeutet der Wegfall der Biegesteifigkeit
EI in Gleichung (10), daB der Anteil der Biegeverformung beim
Knicken gegeniiber dem Anteil der Starrkérperverformung der
Gelenkkette vernachlissigt werden kann. Sonntag [4] kommt in
seinen Ausfithrungen iiber das biegestarre Polygon mit elastischen
Gelenken als Niherung fiir den Kreisring zu einer dhnlichen Aus-
sage, indem er die Ergebnisse der Niherungsrechnung nur fiir
Beulwellenzahlen > 4 zuliBt.

Zur Absicherung der Ergebnisse wurden auch Rechnungen mit sehr
kleinen Steifigkeitsparametern [ durchgefiihrt, um durch Grenz-
iibergang f§ — 0 den Vergleich mit den seit langem bekannten kri-
tischen Lasten des freien Kreisringes [5] zu erhalten. Dabei trat
auch der Fall auf, daB mehrachsig symmetrische Eigenformen die
maBgebende Knicklast liefern. Da solche Untersuchungen nur fiir
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Bild 7. Kritische Lasten des einseitig gebetteten Ringes mit m Gelenken

fiir kleine f-Werte

gerade m durchgefiihrt wurden (ausgezogene Linien in Bild 7),
muBten fiir ungerade m im Bereich kleiner (-Werte auch Eigen-
formen mit einem zweiten Bereich nach innen gerichteter Verfor-
mungen mit Zugbettung zugelassen und zur Konvergenzbetrach-
tung herangezogen werden (gestrichelte Linien).
In allen Fillen zeigt sich eindeutige Konvergenz gegen die von
Woinowsky-Krieger [5] angegebenen Werte:

=l S =R 30"

m =2 o = 0,80,

T a = 1,25 (symmetrisches Knicken),

=i =0,
Bild 7 zeigt die kritischen Lasten fiir den im Tunnelbau vorherr-
schenden Parameterbereich 0 < f < 200, wihrend in Bild 8 der
fiir den Behilterbau wichtige Bereich fiir § bis 4 -10° dargestellt
ist. In Abschnitt 4 werden weitere Hinweise zum Gebrauch der
Diagramme gegeben.

252 EinfluBl der Dehnsteifigkeit

In Bild 9 ist der EinfluB der Dehnsteifigkeit auf die kritische Last
als prozentuale Abweichung f* von der groBeren Knicklast des
dehnstarren Ringes im logarithmischen Malistab dargestellt. Es
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Bild 8.

Kritische Lasten fiir groBe f-Werte und verschiedene Parameter k*

100%
0%

10%
5%F

1%
05%

01%
005% |

001%

Bild 9. EinfluB der Dehnsteifigkeit auf die kritische Last

zeigt sich, daB die Dehnsteifigkeit bei kleinen Werten f und mitt-
leren Werten k* keine Rolle spielt, jedoch bei zunehmenden Wer-
ten f bzw. bei kleineren Werten von k* an EinfluB gewinnt und
betrachtet werden muB. AuBerdem steigt der Einflufl der Dehn-
steifigkeit auch mit wachsender Gelenkzahl.

253 EinfluB der Momentenfedersteifigkeit

Eine Variation der Momentenfedersteifigkeit von 0 < Cy < oo
fithrt erwartungsgemiB zu den beiden Grenzwerten der Knicklast
der idealen Gelenkkette bzw. des gelenklosen Ringes. In Bild 10
ist der Verlauf von « iiber Cy fiir m = 1,4, 6 und 8 Gelenke und
fiir den Steifigkeitsparameter [ = 100 dargestellt.

3. Verhalten der Gelenkkette im iiberkritischen Bereich

Aufgrund der im Abschnitt 2.5.1 gewonnenen Erkenntnis der Line-
aritit zwischen kritischer Last und Steifemodul des Bettungs-
mediums fiir Gelenkketten mit mindestens vier Gelenken liegt es
nahe, das Verhalten im iiberkritischen Bereich an einem theoreti-
schen Starrkorpermodell niherungsweise zu untersuchen.
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Bild 10. EinfluB der Momentenfedersteifigkeit auf die kritische Last

31 Starrkorpermodell der Gelenkkette

fiir m 2> 4
Wir gehen von einem durchschlagenden Firstabschnitt aus, einem
Dreigelenkbogen, der an den Kimpfergelenken in tangentialer
Richtung durch eine Feder mit der Steifigkeit C; und in radialer
Richtung durch die Bettungswirkung des umgebenden Mediums
(Bettungsmodul c¢) elastisch gestiitzt wird. Unter Voraussetzung
der Biege- und Dehnstarrheit des Bogens erhilt man das in Bild 11
dargestellte symmetrische Ersatzsystem.
Zur Festlegung der Steifigkeit C; der Tangentialfedern an den
Kimpfergelenken (Punkt 1), deren Wert von der Dehn-, Biege-
und Bettungssteifigkeit des abgeschnittenen gebetteten Ringteiles
abhingt, sind von verschiedenen Autoren unterschiedliche Betrach-
tungen angestellt worden.
Sonntag [4] definiert C; unter der Annahme, dall im Nachbar-
zustand gleichmiBig iiber den Ringumfang verteilte Zusatznormal-
krifte N, erzeugt werden, was allerdings aufgrund der Ergebnisse
inshesondere fiir die Gelenkkette (Bild 6) problematisch erscheint
(Niheres hierzu siehe [2]).
Kloppel/Glock [6] berechnen C: aus einer besonderen linearen
statischen Untersuchung am abgeschnittenen Systemteil, der durch
eine elastisch gestiitzte Gelenkkette
Niherung diirfte bei der von den Autoren angestrebten maglichst
feinen Unterteilung und damit guten Ubereinstimmung des Mo-
dells mit der Kreisform im Grundzustand den wahren Gegeben-
heiten entsprechen.

approximiert wird. Diese

In der vorliegenden Arbeit kann eine solche zusitzliche, aufwen-
dige Berechnung vermieden werden, wenn die Ergebnisse der
Stabilitdtsuntersuchungen in Abschnitt 2.5, die ja bereits vollstin-
dig den linear elastischen Einflul des unteren Systemteils auf
Punkt 1 (Bild 11) beschreiben, verwendet werden. Der Zusammen-
hang zwischen Radial- und Tangentialverschiebungen wird aus den
beiden Eigenformen w (¢) und v (@) fiir @ = y und feste Steifig-
keitsparameter /§ und Gelenkzahlen m der Knickberechnung (In-
dex k) entnommen und in dem linearen Ansatz

Al R
v =l
wy

(11)

i wy = frw,

in die Untersuchung am Starrkérpermodell eingefiihrt. Die ortliche
Zusatz-Normalkraft ergibt sich aus der zugehorigen Verschiebung
wy zu

Ny = pir = cwyr o T ko (12)
Aus dem Quotienten von N; und v, liBt sich nun die gesuchte
Federsteifigkeit ermitteln:

Ctzﬂ_cr

= — 1
Uy 5 (13)
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1-2-M unverformtes System

gl

1-2-M verformtes System

Bild 11. Starrkérpermodell der Gelenkkette (m = 8)

Im folgenden werden auBerdem Vorverformungen in die Rechnung
einbezogen. Sie werden als Anfangsverdrehung v, die keine Bet-
tungskrifte hervorruft, eingefithrt und zum Drehwinkel v des be-
trachteten Gelenkkettengliedes hinzuaddiert

A

Y=y +yy (14)
Zur Entwicklung der Last-Verformungskurven wird nun fiir jeden
kinematisch moglichen Verschiebungszustand (Variationen von )
die aufnehmbare Last p, bestimmt. Die stiitzend wirkenden Bet-
tungskrifte N; und R diirfen nur aus den .vorverformungsfreien
Verschiebungen berechnet werden, wihrend die Gleichgewichts-
bedingungen fiir die Gesamtverformung zu betrachten sind.

32 Herleitung der Last-Verformungs-
Beziehung

Im folgenden wird die Herleitung der Gleichgewichtshbedingungen
und der geometrischen Beziehungen in verkiirzter Form wieder-
gegeben. Die drei Bedingungen fiir das Gleichgewicht in vertikaler
und horizontaler Richtung sowie fiir das Moment um Punkt 1 lau-

ten mit den Bezeichnungen in Bild 11 und dem Zeichen (...) fiir
GroBen mit Vorverformungen (¢ rechtsdrehend mit M” — 1’ als
Ursprung)

(Por + Ny) siny — Ry — por [ cos (y — ¢/ — ) d @’ =0
o
(por + Ny) cosy — (por + Np) +

i 7~
+R11+purfsin(y—¢'—w)dcp’=O
o

Mg — (por + N,) s-sin (%~ 17:)-}“ Do rgfsin 'dp’ =0
o
(15a—c)

Die BettungskraftgroBen Ry, Ry und Mp konnen durch Integra-
tionen iiber die dreieckformige Bettungskraftverteilung am Punkt 1
gewonnen werden:

Po
cw 7
Ryp=—21 p ~igin fi— — ol ord
%,,f(r sm(2 @4 t;()l(!p

—

) .
Ri = [ - cos (; S w) rdg (16a—c)

Mp = cw,f (1 **qi)r'sin&'rd&
‘0

N



Die GroBe des gebetteten Bereichs, die sich wihrend des Verschie-
bungsvorganges dndert, ergibt sich als Summe der Winkel ¢, und ¢,

(vgl. Bild 11). Dazu wird zunichst @ aus der Lage des Schnitt-
punktes P der beiden Kreise um M bzw. M’ ermittelt:

/
- il Xo / L 1 ]
x = cos ] = — —= e
71 2r - Yty A |
mit (17a—¢)
xo = T sin Y und

Vo) s eI A COBMITRaT

Damit ist ¢, durch die Gleichung

fEL (18)
;

1
Co =7 {arc cosx —

gegeben. Eine weitere geometrische Betrachtung an den beiden
Kreissegmenten 1 —2 — M und 1" — 2" — M’ (Bild 11) fiihrt auf
die vorverformungsfreie Beziehung zwischen w0;, v; und .

s

2
s ICOTNESS T —_7’— N ‘ (19)
l cos l
in die nun das lineare Federgesetz
1.
L C—f Ny (20)

(13)

mit der durch Gleichung
gesetzt werden kann.

definierten Federsteifigkeit ein-

Ausgchend von Gleichung (14a—c) erhiilt man nun nach einigen
Umrechnungen und bei Verwendung der Abkiirzungen

cos ('7’ = )

Py (y) = = 1
cos o
E: sin y + sin (y — i
B f b p -.(7 2]
sin
Dy (1;) = ———— (Rycoty + Ry il
cwyr r
2la—
. 2 (21a—e)
cos 1 — cos (y — )
2 = cosy 1
B, () = By () " cosy — ——t oo
cosy —cos (y — )
= {cosy + cosy — cos (y — w)}
D (w) = S oot y [@2 D ol 4, &} —=D
Gy cwy;r siny
die gesuchte Last-Verformungs-Beziehung
Po _ _ D% 5
cr DL (22)

5

Hieraus kann po/cr in Abhingigkeit vom Winkel 1 dargestellt
werden. Da aber der Zusammenhang mit der zugehorigen First-
durchsenkung w, gesucht ist, wird noch die Verkniipfung zwischen
y und w, angegeben:

w, : v Ry 1
> ny tan— it = e
D
__BiL'_Q_q')l (23)
¢ Ct siny

33 Ergebnisse

Die numerische Auswertung der Gleichung (22) fithrt auf die in
Bild 12 fiir die vier Vorverformungswerte yy = 0, 0,01, 0,02 und
0.03 dargestellten Last-Verformungskurven. Es ist zu beachten, dal
die Maximalwerte der Kurven bei Vorhandensein von Vorverfor-
mungen erheblich kleiner sind als die des ideal runden Systems.
Deshalb wird empfohlen, bei der Beurteilung der Stabilitit
elastisch gebetteter Gelenkketten mit Vorverformungen zu rechnen.
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Bild 13. Vergleich der Ergebnisse der klassischen Stabilititstheorie (pK) und
der kritischen Werte des theoretischen Starrkérpermodells (pp))

Die gestrichelte Kurve erhilt man bei Vernachldssigung der tan-
gentialen Nachgiebigkeit der Kimpfergelenke, wenn also Ct un-
endlich groB angesetzt wird. Diese Annahme ist fiir den Fall mehr-
achsig symmetrischen Durchschlagens zutreffend, wihrend sie fiir
den Fall einachsig symmetrischer Verformungen unzulissig ist

Bild 13 zeigt die Abhingigkeit der kritischen Lasten des Starr-
korpermodells sowie der nach der klassischen Stabilitdtstheorie er-
mittelten Knicklasten, im folgenden mit pp und pk bezeichnet,
von der Gelenkzahl m.

Der Ausdruck pg/er kann aus den a-Werten der Bilder 5, 7 und 8
durch Verwendung der Abkiirzungen fiir ¢ und £ (vgl. Abschn. 2.2)
wie folgt umgerechnet werden:
oE _ L
o
Die beiden Linien fiir pg/cr und ppfer in Bild 13 sind fiir Gelenk-
zahlen m > 6 nahezu identisch, wihrend sich fiir m < 6 die An-
nahme fehlender Biegeverformungen des Starrkérpermodells stark
verfilschend auf die GroBe der Durchschlagslast auswirkt.

(24)
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Bild 14. Nichtlinearitit fy des Verlaufs von a iiber B

Um die Grenzen der Anwendbarkeit des Starrkorpermodells auf-
zuzeigen, wird in Bild 14 ein Diagramm fiir den Fehler der kriti-
schen Last des biegestarren gegeniiber derjenigen des biegeweichen
Gelenkringes angegeben. Zur Berechnung der Fehler f1, wurden
die kritischen Lasten der klassischen Stabilititstheorie mach Ab-
schnitt 2 zugrunde gelegt. Fiir gegebene Gelenkzahlen m und Bet-
tungsparameter  kann mit Hilfe von Bild 14 entschieden werden,
ob eine Vernachlissigung der Biegeverformungen zulissig ist.

4. Hinweise zur Anwendung der Ergebnisse

41 Tunnelbau
Bei ausgefiihrten Tunnelbauten liegt der Parameter k* = ]/7/121 r

im Bereich von etwa 10 bis 30. Das gilt sowohl fiir GuBeisenaus-
kleidungen, als auch fiir die vollwandigen Stahlbetonausfithrungen,

-
bei deren Rechteckquerschnitt k* = — wird. Dem mittleren Wert
! t

von k* = 20 wiirde also beispielsweise eine Stahlbetonauskleidung
von 4,0 m Radius und 20 ecm Wanddicke entsprechen.

Der Steifigkeitsparameter 5 schwankt bei schildvorgetriebenen
Tunneln in Lockergestein etwa zwischen 0 und 200. Fiir diesen
Bereich zeigt Bild 7 den Verlauf des Lastparameters fiir den biege-
steifen Ring und die Gelenkkette.

Die Kurven der malgebenden kritischen Lasten setzen sich aus
zwei Asten zusammen, die zu verschiedenen Knickbiegelinien ge-
horen. Von f# = 200 abnehmend bis f = 34 = 14 gelten die Kurven
fiir n = 1, d.h. die Knickbiegelinien mit einer Symmetrieachse
(vgl. Bild 6), die auch ungefihr der Biegelinie infolge der iiblicher-
weise beim Spannungsnachweis anzusetzenden, ungleichmiBig iiber
den Umfang verteilten Erddruckbelastung entspricht. Fiir kleinere
Werte von [ wird die Kurve fiir n = 2 maBgebend, d.h. es stellt
sich eine Knickbiegelinie mit zwei Symmetrieachsen ein. In diesem
Bereich ist es daher iibrigens nicht zuldssig, die Stabilititsunter-
suchung durch eine Rechnung nach Theorie 2. Ordnung zu ersetzen.
Mit Hilfe der hier angegebenen Werte ldBt sich der Stabilitéts-
nachweis fiir die Tunnelauskleidung unter Radialdruck fiihren, wie
er in den ,,Empfehlungen der Deutschen Gesellschaft fiir Erd- und
Grundbau zur Berechnung schildvorgetriebener Tunnel“ [7] und
in den Tunnelbau-Richtlinien BOStrab [8] des Bundesverkehrs-
ministeriums verlangt wird. Nach den ,,Empfehlungen® kann der
Stabilititsnachweis bei weitgehend rotationssymmetrischer Be-
lastung iiber die kritische Beullast erbracht werden.
Liegt die Spannung im plastischen Bereich, so ist sie bei Stahl
nach DIN 4114, Ri 7.42 und bei GuBleisen entsprechend abzumin-
dern. Die erforderliche Beulsicherheit ist ebenfalls in Anlehnung
an DIN 4114 zu wihlen.
Der Nachweis ist fiir GuBeisen- und Stahlauskleidungen folgender-
malen zu fiithren:
1. Man entnimmt Bild 7 den maBgebenden, dem gegebenen [-Wert
entsprechenden a-Wert.

pKir®

2. Aus a = E—jwir(l PKi ermittelt.
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3. Aus pgi ergibt sich die kritische Spannung

Niics o
oK = Ki' y DKUE
F F
4. Liegt og; oberhalb op (bei GuBleisen 0,5 0y,,), so ist die Knick-
spannung entsprechend abzumindern.

5. Dazu ermittelt man zunichst die Vergleichsschlankheit aus

- Sgy 4 anw
b
v Voai

und kann dann aus dem og-A-Diagramm die abgeminderte
Knickspannung entnehmen. Da ein solches Diagramm fiir GuB-
eisen nicht vorliegt, sollte vereinfachend eine geradlinige Uber-

gangskurve zwischen op und 0y, angenommen werden.

f. Die Knicksicherheit ergibt sich dann durch das Verhiltnis der

(evtl. abgeminderten) Knickspannung zur vorhandenen Span-

nung:
ORI OKi
vorh. ¢ vorh. p - r[F °
Die erforderliche Knicksicherheit sollte in Anlehnung an DIN
4114 Bl 2, Bild 9, gewihlt werden.
Bei einer Stahlbetonauskleidung ist der Nachweis entsprechend
DIN 1045 (Jan. 1972), 17.4.2 zu fiihren. Dort heiit es, daf} fiir den
Knicksicherheitsnachweis die Knicklinge mit Hilfe der Elastizitits-
theorie nach dem Ersatzstabverfahren ermittelt werden darf. Die
Knicklinge wird zur Berechnung der Schlankheit und der zusitz-
lichen (17.4.3) bzw. der ungewollten Ausmitte (17.4.6) bendotigt.
Der Nachweis beginnt also wie folgt:

VK =

1. Man entnimmt Bild 7 den maBgebenden, dem gegebenen f-Wert
entsprechenden a-Wert.
2. Aus o ermittelt sich die Vergleichsschlankheit aus
o =——
‘ a i
3. Je nach GroBe von Ay =70 ist dann entsprechend DIN 1045,
17.4.3 bzw. 17.4.4 zu rechnen.

42 Unterirdische Behidlter

Bei unterirdischen kreiszylindrischen Behidltern aus Stahl und glas-
faserverstirktem Kunststoff, der in letzter Zeit in diesem Anwen-
dungshereich an Bedeutung gewinnt, schwankt der Parameter k*
etwa im Bereich zwischen 50 und 200. Der Steifigkeitsparameter
4
cr g s " o 5 5

g= ﬁnlmmt, da bei Behiltern Querschnitte mit wesentlich ge-
ringeren Trigheitsmomenten auftreten und teilweise auch noch
weichere Materialien verwendet werden, sehr viel grolere Werte
an, als sie bei Anwendungen im Tunnelbau vorkommen.

In Bild 8 ist daher der Parameter der kritischen Last a fiir einen
groBen Bereich des Steifigkeitsparameters f und verschiedene

-
Werte von k* = = (als Kurvenparameter) fiir den biegesteifen

Ring dargestellt.

Der Kurvenverlauf zeigt deutlich, daB ein EinfluB des Dehnsteifig-
keitsparameters k* beim biegesteifen Ring erst fiir f > 1000 zu
beobachten ist (vgl. auch Bild 9), der dann aber mit steigendem [
stark anwachst.

Hinsichtlich der Verwendung dieser Ergebnisse zum praktischen
Stabilititsnachweis unterirdischer Behilter, der z.B. beim Werk-
stoff Stahl wie in 4.1 geschildert zu fithren wire, ist jedoch noch
eine Eiuschrinkung zu machen. In der vorliegenden Arbeit ist das
ebene Problem des Kreisringes als Grenzfall eines unendlich lan-
gen Kreiszylinders untersucht worden. Bei einem Behilter handelt
es sich jedoch um eine Zylinderschale endlicher Linge, deren Boden
einen versteifenden Einflull ausiiben. Dieser die kritische Last er-
hohende EinfluB der Behilterlinge ist um so groler, je kiirzer der
Behilter und je kleiner der Steifigkeitsparameter [ ist. Diirkop
hat in [9] umfangreiche praktische Beulversuche an gebetteten
und nicht gebetteten Tanks aus glasfaserverstirktem Kunststoff
beschrieben. Er gibt eine empirische Beulformel an, in die seine
Versuchsergebnisse, die in [1] angegebenen Einfliisse der einseiti-
gen Bettung auf die Knicklasten des Kreisringes und Ergebnisse
von Nonhoff [10] zur Stabilitit nichtgebetteter Zylinderschalen
aus glasfaserverstirktem Kunststoff eingearbeitet wurden.



5. Zusammenfassung

Es wird ein Verfahren zur Ermittlung der klassischen Beullasten
von kreisformigen, einseitig elastisch gebetteten Systemen beschrie-
ben, wie sie z. B. im Tunnelbau und bei unterirdischen Behiltern
auftreten. Die kritischen Lasten werden fiir in der Praxis wichtige
Parameterbereiche in graphischer Form dargestellt. Der Einfluf} der
Dehnsteifigkeit auf den Nachbarzustand, der bei dehnweichen Kon-
struktionen und zunehmenden Werten des Bettungsparameters zu
erheblich kleineren kritischen Lasten fiithrt, wird dabei beriick-
sichtigt.

Anhand eines theoretischen Starrkorpermodells wird ferner der
Verlauf der Last-Verformungskurven im iiberkritischen Bereich fiir
Systeme mit mehr als vier Gelenken untersucht. Es zeigt sich, daB
die vom System aufnehmbaren Lasten nach Erreichen der Verzwei-
gungslast abfallen. Wenn Vorverformungen beriicksichtigt werden,
liegen die Maxima der Last-Verformungskurven deutlich unter der
klassischen Beullast.
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BAUMASCHINEN UND BAUBETRIEB

Westliche Umgehung Hamburg — neuartige Losungen der Beleuchtungsprobleme

Am 10. Januar 1975 wurde der BAB-Abschnitt Westliche Umgehung
Hamburg mit seinem Kernstiick, dem ,,Neuen Elbtunnel®, dem Ver-
offiziell iibergeben. Alles auf diesem BAB-Abschnitt, der einen
Teil der EuropastraBe 3 (E3) — eine der wichtigsten Nord-Siid-
Verbindungen —, aber auch eine entscheidende Entlastung fiir den
regionalen Verkehr Hamburgs selbst darstellt, ist technisch so aus-
gelegt, daB man von einer Verkehrslésung auf weite Sicht sprechen

kann. Nach Schitzungen wird auf der innerstiddtischen BAB-Strecke
mit tiglich mehr als 60 000 Fahrzeugen zu rechnen sein; auf den
Strecken nordlich und siidlich davon mit Verkehrsbelastungen zwi-
schen 30 000 und mehr als 50 000 Fahrzeugen taglich.

Aus der Fiille interessanter Details, die von StraBen-, Tunnel- und
Briickenbauern aufgrund neuester Erkenntnisse aus der Technik in
das Gesamtprojekt eingearbeitet wurden, sollen hier nur die von

e ol e Tl I e i Lty = [0
| Westrohre X6 | - - ] . .| SC=T e Tl [ S
X5 X o TG
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Bild 1. Zwei der vier moglichen Betriebszustinde im Elbtunnel Im Betriebszustand I wiren alle drei Tunnelrhren befahrbar (der Mitteltunnel im Gegenverkehr),

im Zustand II die Mittelréhre gesperrt (Zeichnung Philips)
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